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El poder de contar y de medir

Resumen

En el presente trabajo se muestra el desarrollo de la seleccion, elaboracion e integracion de
contenidos como proceso previo a la construccion del material para el Taller de Introduccion
a la Matematica que se dicta para el ingreso al nivel universitario. En este tramo se focaliza
en contenidos del conjunto de los ndmeros naturales, de los numeros enteros y de los
racionales. La propuesta se apoya en unas fundamentaciones matematicas y didacticas que
organizan su sentido. En diferentes momentos se presentan problematicas y recursos
tecnoldgicos que resultaron instrumentales en la presentacion virtual, desde los que se
plantean el abordaje de las conceptualizaciones. Se incluyen también fragmentos y enlaces
que permiten analizar el tratamiento de estas tematicas en situacion de ensefianza, al
desarrollarlas como estudiante residente del Profesorado en Matematica.

Palabras clave: Numeros Naturales, NUmeros Enteros, NUmeros Racionales, fundamentos
de ensefanza, taller universitario de introduccién a la mateméatica
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The power to count and measure

Abstract

This paper shows the development of the selection, elaboration and integration of contents as
a process prior to the construction of the material for the Introduction to Mathematics
Workshop taught for university entrance. This section focuses on the contents of the set of
natural numbers, integers and rational numbers. The proposal is based on mathematical and
didactic foundations that organize its meaning. At different times, problems and
technological resources that were instrumental in the virtual presentation are presented, from
which the conceptualizations are approached. Fragments and links are also included to
analyze the treatment of these topics in a teaching situation, when developing them as a
resident student of the Mathematics Teacher Training Program.

Keywords: Natural Numbers, Integer Numbers, Rational Numbers, teaching fundamentals,
university workshop on introduction to mathematics
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Una propuesta educativa de reconstruccion de campos numéricos que tienen gran
protagonismo en la Educacion Secundaria

Los conjuntos numéricos son agrupaciones de elementos que guardan una serie de
propiedades estructurales, por ejemplo, el sistema mas usual en aritmética natural esta
formado por el conjunto de los nimeros naturales, con la suma, la multiplicacion y las
relaciones de orden aditivo. Aunque hoy nos es muy familiar el concepto de nimero, resulta
un caso de mucha fuerza para pensar como fueron surgiendo los diferentes conjuntos dentro
de las sociedades y los momentos, y analizar las construcciones conceptuales generadas a
partir de necesidades —matematicas, sociales, historicas- en vez de asumirlas como productos
cerrados alojados en algun manantial de ideas. Aquello del conjunto de los NUmeros
Naturales elaborado por la necesidad de contar, o los naturales ampliados por el agregado del
0 (cero) para pensar en un conjunto de los numeros cardinales, el conjunto de los NUmeros
Racionales ante la necesidad de dar solucion a la division en el conjunto de los naturales, o el
conjunto de los Numeros Enteros para poder resolver en forma general la sustraccion, cuando
el sustraendo es mayor que el minuendo.

Asi, este trabajo tiene como propdsito revisar y profundizar el andlisis de diferentes libros
sobre la didactica y fundamentos de la matematica y diversas propuestas editoriales acerca
del estudio de los conjuntos numéricos, para poder proponer metodologias alternativas al
abordar los conceptos en el Taller de Integracion Matematica —TIM- dictado por las/os
alumnas/os de la residencia del Profesorado en Matematica de la Universidad Nacional de La
Pampa.

En esta propuesta se presentan contenidos cuyo estudio es central en toda escolaridad
secundaria en nuestros contextos nacionales. En un principio me concentro en la revision del
conjunto de los numeros naturales, dentro de €l las operaciones bésicas (suma, resta,
multiplicacidn, divisidn, potenciacion y radicacion), propiedades de la suma y del producto y
jerarquia de las operaciones. Luego, y dentro del conjunto de los nimeros enteros, se abordan
conceptualizaciones de valor absoluto, operaciones, reglas de los signos en el campo
multiplicativo, cuestiones de divisibilidad, el algoritmo de la division, los niUmeros primos, el
méaximo comun divisor y el minimo comin mdaltiplo, ambos desde la factorizacién prima.
Con respecto a los racionales, se lleva adelante solo un abordaje que permita discutir algunas

complejidades de la proporcionalidad. En la construccion siempre se tuvieron como
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referencias las prescripciones de los materiales curriculares de La Provincia de La Pampa y

su ampliacion se organiza a partir de la basqueda de varias propuestas editoriales.

Nudos de fundamentos matematicos

Se presentan en este apartado fundamentos sobre los conceptos de Conjuntos Numéricos —
nimeros naturales, enteros y racionales, sus operaciones y sus propiedades— desde la mirada
de diferentes autores matematicos. Todos los conceptos son analizados desde el punto de
vista matemético y didactico para fundamentar las reflexiones y a partir de las
investigaciones realizadas, elaborar opciones para mejores conceptualizaciones en nuestra
practica.

Comenzamos con los numeros naturales y esta complejidad de pensar que es un conjunto
infinito y a su vez el conjunto mas pequefio dentro de los nimeros reales ya que, por
definicion, es la interseccién de todos los subconjuntos inductivos de R.

Tomo la definicion de Gastaminza (1970) que es una referencia que marcé mi formacion
universitaria:
2.2. NUMEROS NATURALES

para definir el conjunto N de los nimeros naturales y teniendo en cuenta que 1 ¢ Ny
que si un ndmero x ¢ N también x+1 ¢ N, comenzaremos por considerar todos los subcon-

juntos de R que satisfacen estas propiedades.

Definicidn. Un subconjunto A de R se dice inductivo si satisface:
1. 1 €A
2, Si x © A entonces x+1 € A

Definicién. Se llama conjunto N de los ndmeros naturales a la interseccién de todos
los subconjuntos inductivos de R.

Resulta inmediatamente que N es inductive § que todo conjunto inductive contiene a N,
es decir N es el menor de los subconjuntos inductivos de R (con respecto a la relacidn
de inclusisn). En particular, come los nimeros positivos forman un comjunte inductive,
los nmeros naturales son positives.

PROPIEDADES DE N.

IIIIIIIIIIIIIIIIIII!lllllllllllllllllllllIlllIIIlllllIlllllllIllllllllllll.lllllllllrl

(1) Principie de induccién.

(2) Principieo de buena ordenacifn.

(3) N es cerrado con respecto a la suma y a la multiplicacién,

{4) Factorizacifn finica: Todo némecro natural distinto de 1 puede escribirse como un
producto de niimeros naturales primos y esta descomposicién es Gnica salveo el orde
de los factores.

Imagen 1. Definicion recuperada de Gastaminza, 1970, p.45.

Carla Moyano, Campo de Practicas, 2 (1), 103-116. ISSN 2718- 8787
107



Podemos ver que en este libro se define al conjunto de los nimeros naturales desde el
concepto de anillos y sus propiedades también basadas en ese mismo principio. Con la misma
I6gica, Gentile (1984) define a los numeros naturales desde el punto de vista de las
estructuras algebraicas.

Drafinicion

Lilamaremcs conjunto de nﬁmema naferaipg al su_l:mmunl.n-.
denotado por W, caracterizado por las propiedadaes

M 1) M oes inductivo

M2y 8i HC R &% un conjunte inductive antonces M CH

En obtros tdmninos, sia € R, a <€ N & ¥ solo 88 para todo
atthcoanjunto indoetive H de K, a2 = H,

Imagen 2. Definicién recuperada de Gentile, 1984, p. 45.

En relacion al conjunto de los Numeros Enteros, Gastaminza (1970) lo define:
2.3. NUMEROS ENTEROS.

El conjunto Z de los niimeros enteros es el subconjunto de R formado por los nfimeros na
turales, sus simétricos y el 0,

Z=Nui{0tuvi{xeR:-xeN}

Como para tode x ¢ N es x > 0, resulta -x < 0.

Luego los enteros positivos son los naturales y los enteros negativos los simétricos
de los naturales. Observemos que m € Z si y solo si -m € Z.

Z es un subconjunto propiec de R porque los inversos de los niimeros enteros distintos

de 1 y -1 no son enteros. Basta verificarlo para los enteros positivos: sim e Zy
m > 1 por las propiedades 19 y 20 es 0 < ! o< y por lo tanto mt £z,

Propiedades de Z.

{1) I es cerrado con respecto a la suma'y a la multiplicacidn y I verifica las propie
dades St , S2 , 53 , S4 , M1 , M2 , M3, Dy 5, (También 1,2,3,4 y 6 que se dedu
cen de ellas). Esto se expresa diciendo que I es un anillo conmutativo sin divi-

sores de cero. Es claro que la relacién de orden restringida a Z verifica 01,02,
03 y 04,

Como vale la propiedad S4 , la ecuacién b + x = a, con a,b ¢ I tiene siempre solu
cién en Z, es decir 2 es cerrado con respecto a la diferencia. En cambio I no ve

rifica M4 pues ya vimos que los inversos de los enteros distintos de 1y -1 no per
tenecen a Z. De modo que la ecuacién b.x = a, con a,b € Z, b # 0 no siempre tie
rie solucién en Z, es decir no siempre es posible la divisidn de un entero a por o
tro b # 0. Existe en cambio la llamada "divisidén entera" '~\«.

(2) Z es numerable,.
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(3) Algoritmo de la divisidn entera. Para todo par de enteros a,b con b # 0, existen
dos enteros q y r, llamados el cociente y el resto respectivamente de dividir a
por b, univocamente determinados, tales que: a = q.b + r y 0 <71 < |b]

(4) Factorizacidn Gnica. Todo nfimero entero distinto de 0 , 1 , -1 se puede escribir
como producto de *1 por enteros primos positivos y esta descomposicién es finica
salvo el orden de los factores.

La propiedad (1) es fdcil de verificar y la (2) ya fue demostrada. Probaremos la (3)
y la (4} al final del capitulo para no cortar el hilo de 1la ekposicidn. ’

Imagen 3. Definicion recuperada de Gastaminza, 1970, p.50.
Gastaminza al igual que con los naturales, define al conjunto de los Numeros Enteros desde

la induccion. Gentile (1984), en sus notas de Algebra lo define desde las estructuras de anillo.

Fundamentos de Matematica Educativa
En esta breve presentacion se analizan problematicas presentes al momento de ensefiar y
aprender sobre conjuntos numéricos. Siguiendo a Robinson y Rubby (2011), uno de los
sefialamientos radica en que es importante conocer cdmo se desarrolla el concepto de “valor
posicional” (p. 117) de las cifras de un entero positivo en los primeros afios de ensefianza de
la matematica, para luego poder abordar las operaciones y sus propiedades. Por otra parte, las
dificultades las focalizan en las propiedades de las operaciones, en particular, con la
propiedad distributiva del producto respecto a la suma; y uno mas de los problemas que
marcan es el que esta centrado en la divisibilidad.
Pochulu (2018) refiere a la identificacién de los siguientes problemas vinculados a la
ensefianza de la divisibilidad:
- el primer problema que se presenta es el de determinar si un nimero (escrito en su
expresion decimal, factorial, factorial prima, en base al algoritmo de la division y en
base a la propiedad distributiva) es divisor, factor, divisible o multiplo de otro nimero
expresado en esas mismas formas.
-Por otra parte, se identifica la dificultad de hallar todos los divisores de un nimero
(chico, grande, producto de numeros primos grandes y cuadrado perfecto).
-También es comun que a los alumnos les cueste determinar la cantidad de divisores
naturales de un numero, identificar la cantidad de divisores de un nimero natural

conociendo la cantidad de divisores de su duplo o cuadrado. (p. 33)
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Todas estas problematicas las identificamos como muy comunes al trabajar con las/os
alumnas/os de secundario de nuestros contextos.

En el conjunto de los nimeros enteros, Lopez Gonzalez (2017) expresa que estos nlmeros
forman parte de los conceptos matematicos que generan dificultades en los procesos de
aprendizaje y que las dificultades se presentan con las operaciones. Iriarte, Jimeno y Vargas
(1991) entienden que la dificultad esta en entender al nimero como cantidad, que ante la
pregunta a un/a estudiante acerca de si tiene sentido en una situacion de la vida real realizar —
(3) vy la respuesta negativa, surge la complejidad de conceptualizar la suma como un
aumento y, cuando se les pregunta a los/as alumnos/as que nimero sumado a 7 da como
resultado 2, también hay dificultades relacionadas con el error entre enteros negativos y
enteros positivos. Los investigadores sostienen que para poder realizar la caracterizacion
formal de los nlimeros enteros se deben emplear estrategias que permitan al estudiante
romper la conceptualizacion de numero como representacion de lo real a una mas abstracta
que permita interpretar y comprender hechos y fendmenos de la vida cotidiana. Otra
dificultad presente con esta estructura de nimeros estd en la propiedad distributiva del
producto con respecto a la suma algebraica que, segin Pluvinage y Flores (2016), y a partir
de proponer una construccion de Descartes (1637) como una buena interpretacion geométrica
del producto de dos numeros, se basa en la carencia general en la justificacion de la
multiplicaciéon de dos numeros con signos, la regla de los signos y la ausencia de
representacion sensible de este producto. Explican los autores que estas problematicas se
producen al “pasar por alto la visualizacion gréfica como una parte didactica fundamental con
la que toman sentido algunos conceptos y puede construir la base de una ensefianza que no
pondere el &lgebra sobre la geometria” (p. 131).

En relacion con las dificultades identificadas al trabajar con numeros racionales, nos
concentramos particularmente en las vinculadas a la ensefianza y al aprendizaje de las
proporcionalidades. Segun lo expresan Ramirez e Hipolito Hernandez (2017), a pesar de que
las/os alumnas/os pueden resolver problemas de proporcionalidad directa e inversa, no tienen
un concepto claro de qué es la “proporcionalidad” (17), necesitan incorporar la identificacion
y el uso de la razon en el desarrollo de la capacidad de diferenciar situaciones lineales de las
no lineales y la identificacion de precursores en el desarrollo del reparto proporcional. Los

autores sostienen que
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En esta investigacion observamos como la mecanizacion de procesos es un obstaculo

en la meta cognicion de los alumnos, impidiéndoles utilizar su razonamiento

analdgico para determinar problemas lineales de los no lineales. De acuerdo a la

clasificacion del razonamiento proporcional propuesto por Modestou & Gagatsis

(2009) en nuestro contexto educativo solo se ha privilegiado la habilidad de resolver

problemas lineales (proporcionalidad), generando alumnos incapaces de planificar las

estrategias que han de usar en cada situacion, aplicarlas, controlar el proceso,

evaluarlo para detectar fallos, argumentarlo y como consecuencia transferir todos ello

a una nueva situacion” (Ramirez e Hipélito Hernandez, 2017,17)

Los recursos tecnoldgicos en la practica educativa virtual

Para desarrollar la propuesta utilizo varios recursos tecnolégicos, entre ellos uno de los

utilizados es genial.ly con el que realizo mi presentacion ya que, entre otras alternativas,

permite vincular con otras paginas y diferentes herramientas que utilizo. Para llevar adelante

la clase, todo el equipo del TIM utiliza un canal de Youtube donde, ademéas de quedar la

grabacion de las clases, se realiza una transmision en vivo de las mismas.

<. Ejen1 |-

"Numeros”

\

Mayans Corte Litien

@ Hllode
o Kidwsion

© Mfonsten

Propiedades de la sumay de la
multiplicacion

Propiedades de las operaciones
con nimeros enleros

Propiedades de la radicacion

Raiz de un Raiz de una
cociente raiz

{a="a

Raiz de un
producto

" af? e iy
va-b=ya-yb Ya:b=%Ya: b
( .

Valor |

Absoluto

-

El valor absoluto de un nimero es la magnitud
del mismo si prescindimos de su signo.
Se escribe |x| y se define del siguiente modo!

= Elvalor absoluto de un nimero natural es el
mismo:
lal=a |7]=7
= Elvalor absoluto de un nimero negativo es
su opuesto:
Ibl==b |-7|=7

Asi, el valor absolutode 7 y el de -7 coinciden.
En otras palabras, enteros opuestos tienen el
mismo valor absoluto.

[ a

4  se dice que dos magnitudes son inversamente

proporcionales si al multiplicar o dividir una de

ellas por un nimero, la otra magnitud queda

\ dividida o multiplicada, respectivamente, por el
mismo namero.

Al producto de las dos magnitudes se le llama t

Variacion constante de proporcionalidad inversa.

Inver

Proporcional

k
b=—cona+06a-b=k conkeQ
a
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Otro de los recursos utilizados es Quizziz, una plataforma web que permite crear actividades
de preguntas y respuestas online para que las/os alumnas/os puedan, mas informalmente, ir

teniendo elementos de control de cuestiones conceptuales trabajadas.

La exp resiénequivalentea : v/256 + v/3 - v/3 — 15% . 15%s v vt 3 .
2 4 Laexpresion (_2[)1.:2 . b_] esequivalentea :

16+1,78-1,78 - 15.2.15.3 16 + 9 — 155 800a? . b° . 8000a° - b

Elrestodedividir2450por220es : La exp resiénequivalentea [45 — (20 + 39) — 4| ysuresultadoes

45— 20+ 39 — 4] = |4 — 24] = |60]

45 - 20 - 39 - 4] = |18 = 18 |45 — 63 = |-18| = 18

EI MCD entre 252 y 360 desde su factorizacién prima es: ¢Cuantos nomeros enteros existen entre -15 y 4? y ¢entre -50 y 147

Si el volumen de un gas (v) es inversamente a la presion (p) ¢Qué sucede cuando el Una piscina tarda en llenarse 6 horas utilizando 4 grifos iguales. ¢ Cuantos grifos,iguales
volumen, disminuye la tercera parte? a los anteriores, serian necesarios para llenarla en 3 horas?

Ademas, utilizo un juego de unir con flechas para trabajar con la propiedad distributiva de la
division con respecto a la suma algebraica, ya que hemos identificado que implica muchas
complejidades con los/as estudiantes, entonces también me resulta importante poder utilizarla
en forma de juego para poder ejercitarla. Esta actividad ludica la elaboré previamente en la
aplicacion Wordwall.
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A este mismo recurso lo utilizo para mostrar ejemplos de proporcionalidad directa e inversa a

través de un juego de cartas, en donde algunos de los ejemplos escritos en ellas, son erréneos

y aprovecho la oportunidad de justificar el porqué de cada una de ellas. Link de acceso al

juego: https://wordwall.net/es/resource/7727215/proporcionalidad

Mezclar

Deshacer

Deshacer

3. Tres albaiiiles
tardan 8 horos en
construir una pared.
&Cudnto tardardn 24
albaiiiles en construir
la misma pared?

Repartir

2. Al giig, un nifio tiene
4 dientes. gCudntos
dientes tendrd a los
5 aiios? &Y o los 122

Problemas muy frecuentes en los libros de
texto vinculados a la construccion de
edificios, casas, paredes, que NO son

casos de proporcionalidad inversa.

Una idea anéloga, para la (NO)
proporcionalidad directa, aplicada en el
contexto de la cantidad de dientes de un

nifno.
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S.Enel
primer torneo de
bdsquet, Camilo hizo

12 puntos en L, . R ,
i Una situacion interesante para debatir qué
segundo torneo
hizo 23 puntos en . .
50 partidos. ¢En cudl 13 . ’9
{8 B b e significa “proporcionalmente”.
proporcionalmente,
mds puntos?

O muchas otras situaciones interesantes para debatir ideas de proporcionalidad:

4. En un almocén
vender 250 gramos de
salame a § 2,40. En
otro almacén, los 100
g del mismo tipo de salame
cuestan $0,95. (En cudl de

dos almacenes es mds

[ Mezclar Deshacer Repartir Deshacer | Repartir ]

En las clases préacticas del TIM utilizo las pizarras de Meet como Jamboard o la pizarra ldroo,
para llevar adelante el desarrollo de los ejercicios propuestos. Las capturas de pantalla
siguientes corresponden a clases précticas en donde hacemos uso con las/os alumnas/os de la

pizarra Idroo para resolver situaciones:
woov k7 /00 @4

v h2/00u«lll @@ wri
e

Formita
+wE ()X S ¥ NRC
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Reflexiones finales

Tal como he sefialado en este trabajo, la educacion matematica nos permite siempre
interesantes procesos de reflexion y transformacion. Cada vez aumenta méas el ndmero de
personas vinculadas con las mateméticas que se preocupan por muchos aspectos del
aprendizaje y de la ensefianza de esta disciplina. Sin embargo, puedo analizar desde esta
practica de aula — también en una experiencia virtual-, que a pesar de la variedad de ideas
tedricas, aun estamos sujetos a metodologias y principios tradicionalmente discutidos por la
didactica critica. En mi caso particular, con la revisita a muchos conceptos y la busqueda de
informacidn previa a las decisiones de la propuesta de aula, me especialicé en diversos temas
de los cuales en muchas ocasiones tenia una idea erronea o desconocida. Por otra parte, los
recursos tecnolégicos me permitieron poder crear presentaciones, juegos, y material de
enseflanza para poder mostrar e interactuar con los/as estudiantes. Considero que sin ello no
podria haber sido posible el desarrollo del taller y me hace reflexionar que la tarea docente
nos demanda estar buscando siempre nuevas oportunidades para la mejor comprension de los
conceptos, aun los que creemos muy bésicos, ya que todos tienen una complejidad que

necesitamos seguir estudiando.
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